KINETISCHE GLEICHUNGEN IM VIELZEITENFORMALISMUS

Nimmt man an, daBl die Konvektionsstrome fiir
alle Versuche von ahnlicher GroBenordnung waren,
so fallt ihr storender Einflul um so stirker ins
Gewicht, je geringer der Stofftransport durch Diffu-
sion ist; dies ist besonders bei den tieferen Arbeits-
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temperaturen der Fall. Allerdings zeigen die aus
dem Dampfraum entnommenen Proben, dal eine
Trennung innerhalb der Gasphase tatsichlich statt-
findet.
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An Hand einer Klasse gewohnlicher Differentialgleichungen und eingehender an Hand eines
speziellen Beispieles wird das Vielzeitenverfahren als eine Losungsmethode der BB G K Y - Glei-
chungen diskutiert. Insbesondere werden ein von Saxprr und ein von Su vorgeschlagener Ansatz
fiir die Berechnung von Korrckturen zur Laxpav-Gleichung auf ihren Anwendungsbereich hin unter-

sucht.

Die BBGKY-Gleichungen eines einatomigen Gases
lauten im Falle schwacher Wechselwirkung, d. h. fiir
kleine mittlere potentielle Energie im Vergleich zur
mittleren Energie der ungeordneten Bewegung (ihr
Verhiltnis wird mit ¢ bezeichnet, ¢ €1) und fiir
eine Reichweite der Krifte, die nicht wesentlich gré-
Ber als der mittlere Teilchenabstand ist
o VK Fy=elFy +eLFrs (1)
dabei ist Fy=F(X,...,Xs; Vy,...,0 t; &) die
s-Teilchen-Verteilungsfunktion und K;, I;, L, sind
die folgenden Operatoren:
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* Unser Freund D. Franx ist kurz vor AbschluB} dieser Arbeit
am 23. 2. 1964 gestorben.
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U ist das Wechselwirkungspotential zweier Teilchen
mit dem maximalen Wert 1. Der Ort ist in Einhei-
ten der Reichweite der Krifte, die Geschwindigkeit
in Einheiten der mittleren ungeordneten Geschwin-
digkeit und die Zeit in Einheiten der mittleren Dauer
der Wechselwirkung zweier Teilchen gemessen. In
der vorliegenden Arbeit soll eine Losungsmethode
fir diese Gleichungen untersucht werden, die auf
die grundlegenden Uberlegungen BocoLiusow’s !
riickgeht, und die durch Frieman, Sanorr und Mit-
arbeiter 275 auf eine mathematisch durchsichtigere
Form gebracht wurde: Die Verteilungsfunktionen F
werden in geeigneter Weise als Funktionen F;
(Xy, .05 Vyseues 8, €2, €%t,...) dargestellt. Auf
diese Weise kann man mit 7, = & ¢ neue Zeitvariable
7, einfithren. Indem man diese 7. dann als voneinan-
der unabhingig betrachtet, werden die Funktionen
F; zu Funktionen tber dem ganzen 7,-Raum fort-
gesetzt. Auf die so erweiterten Funktionen F; wird
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Storungsrechnung nach ¢ angewandt:

Fo=F0t+eFl+e2F24. .., (5)
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Man erhilt auf diese Weise aus der BBGKY-Hier-
archie folgendes Gleichungssystem bis zur dritten
Ordnung:
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Insbesondere ergibt sich fiir die 1-Teilchenfunktion

im Falle, daB F.= IT F%(») zur Zeit 7,=0 gilt:
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Es wird nach Losungen gefragt, bei denen keine
vorhanden »Sakulare
Terme® sind formal durch Auftreten von positiven
Potenzen in den 7, erklart.

,sakularen Terme* sind.

Wie man an den Gleichungen sieht, bekommt
man fir ein und dieselbe Funktion Gleichungen mit
Ableitungen nach verschiedenen Variablen 7,. Es
besteht daher die Frage, ob die Vertraglichkeit die-
ser Differentialgleichungen gleichzeitig mit der For-
derung nach Sikularitatenfreiheit zu erfiillen ist.
Das Problem ergibt sich hier, sobald man iiber die
zweite Ordnung hinausgeht, d. h. sobald man Kor-
rekturen zur sogenannten Lanpau-Gleichung! * an-
geben will.

Um Einblick in den mathematischen Formalismus
zu bekommen, wird im folgenden in Analogie zu
den Hierarchiegleichungen eine Klasse gewohnlicher
Differentialgleichungen erster Ordnung diskutiert.

Der Vielzeitenformalismus fiir eine Klasse
gewohnlicher Differentialgleichungen
erster Ordnung

a) Allgemeiner Formalismus

Die betrachtete Klasse von Differentialgleichungen
wird durch
do/dt = g(z, €) (8)
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beschrieben, wobei weitere Forderungen an g noch
folgen. Entsprechend der Storungsrechnung im Viel-
zeitenformalismus hat man fiir  die Entwicklung

E= Y &g mit 2" =2{Tyy Ty yees)s (9)
r=0
Die Funktionen g( ) & 2’,¢) sollen beziiglich ¢ in
eine TavLor-Reihe entwickelbar sein:
glz, &) =g(2%0) +e(g+2'g,)

+ 2 (et 22 goet (21)2 g+ 222 2,)
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Zur Abkiirzung bezeichneten wir g [c—o0, gz|e—0,. ..
mit g, g,,... . Um Gleichungen zu erhalten, die
ein dhnliches Aussehen haben wie die Hierarchie-
gleichungen (7) fiir die 1-Teilchenfunktion, wird
gefordert:
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Wie man an der e-Entwicklung von g erkennt, be-
deutet das:

g(2°%0)=0 und g(2%0)=0.

Daraus folgt:
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Wir betrachten also Funktionen g von der Form:
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(13)

Bis zur dritten Ordnung in ¢ erhdlt man im Viel-
zeitenformalismus folgende Gleichungen:

Oz?

= -0, (14)
§f+ gﬁ -0, (15)
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Dieses System von partiellen Differentialgleichun-
gen wird gelost fiir die Anfangsbedingung, dal} zur
Zeit t =0, d. h. fur alle 7, =0, alle Funktionen z’,
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» 2 0, bekannt sind, und zwar unter der Bedingung,
dal} im Sinne der Definition nach Gl. (7) keine sa-
kularen Terme auftreten:

Aus (14) folgt, dall 2° unabhéngig von 7 ist,
also

0

Y =27 5 Ty a0 e)s

(18)
damit ergibt sich aus (15) weiter

2t=at(1y,15,...) (19),(20)
und aus (16) schlieBlich
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woraus man nach Integration tuber 7, erhalt
2= (1y, 75, .), gi‘", —lg.. (23),(24)
(A

(24) entspricht gerade der normalen kinetischen
Gleichung bei der Losung der Hierarchiegleichungen.
Aus (17) folgt jetzt weiter

2% =23 Ty s Ty s wa)s (25)
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und somit nach Integration iiber 7,
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Aus der Vertauschbarkeit der Reihenfolge der Ab-
leitungen von 2° nach 7, und 7 erhilt man fir z!
als Funktion von 1, eine Differentialgleichung zwei-
ter Ordnung. Es ist ndmlich
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% Dieses Problem war von den Verfassern in einem Vortrag
auf der ,,VI. Conférence Internationale sur les Phénomeénes
d’Tonisation dans les Gaz*, Orsay/Frankreich, aufgegriffen
worden, und zwar direkt im Rahmen der kinetischen Glei-
chungen bei schwacher Wechselwirkung. Dort wurde bewie-
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Aus der Differentialgleichung zweiter Ordnung ist
unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung !
als Funktion von 7, so zu bestimmen, daf} keine
Sakularititen auftreten. Dann erhilt man aus (28)
eine Differentialgleichung fiir 20 in seiner Abhan-
gigkeit von 7; . Su® nimmt an

Jz,/C13=0.
Hierbei ist natirlich die Integrabilitatsbedingung

beziiglich 7, und 75 erfiillt. Man bestimmt z!(7,) aus
der aus (28) folgenden Differentialgleichung

(32)

axl/afg = 21$ 8eee + 1? ! 8ree . (33)

Damit z!(7,) frei von Sakularitiaten ist, muf} in die-
sem Fall gefordert werden:

hm grse<0 B (34')
Saxprr # macht die Annahme
ry=0. (35)

Da 2! =0 dann also eine Losung der Dgl. (20)
ist, muf} gelten

8eer 8ee — Lee esexr = 0, (36)
folglich
mit ¢ =const.

8ee =C Zece (37)

Das ist eine stark einschrankende Bedingung an die
Klasse der Funktionen g, da g: und g als Funk-
tionen in z voneinander véllig unabhingig sind ©.

b) Ein Beispiel

An Hand eines speziellen Beispieles sollen die
von uns angegebene, die Susche und die Saxprische
Methode noch einmal diskutiert werden. Es sei

g(z, ) der folgende Ausdruck:

gz, &) = — 3e2(z—-1)(3+e(1+z)). (38)

Das urspriingliche Problem (8) hat dann die exakte
Losung
1+ (3+¢) kexp{— (3 e+3 &) ¢}

l—ksexp{—mé’) e’ (39)

wobei k& durch die Anfangsbedingung bestimmt ist:

_ 1+k@B+e)

= fir t=0.
1—Fke ur

(40)

sen, daB die Sasprischen Gleichungen fiir Sf°/37, und
Ofy/S1; nicht miteinander vertridglich sind. Versehentlich
wurden jedoch fehlerhafte Ausgangsgleichungen benutzt,
so daf3 jener Beweis hinfallig ist.
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Nach Anwendung des Vielzeitenformalismus und
der Storungsrechnung erhilt man an Stelle der Gln.
(24) und (31):

02%/31, =% (1 —2°) (41)
und aaj’;‘ +gf Flelo 5 (®—1)2=0. (42)
Aus (41) folgt fiir 2° in seiner Abhéngigkeit von 7,
W=ce 24+1, c=c(r3,74,...), (43)

und damit als allgemeine Losung von (42)
2= (a+bvy) e 24+ C; e,  (44)

a, b sind Funktionen von 73, 74,... .
Da keine ,,Sakularititen® auftreten sollen, mul}
b =0 sein. Wir betrachten also nur Lésungen von

der Form

c2

3

rl=ae ™%+ s (45)
So bekommen wir nach (28) als Differentialglei-
chung fiir 2° als Funktion von 7,

O2%/Qrg= —4ce ™2,

woraus sich tiber (43) eine Differentialgleichung
fiir ¢(z;) ergibt:

(46)

Jc¢/qr3= —1% c.

—14/3
s

(47)
Also ist
c=cye

Co=Co (T Ty oo e)- (48)

Die Funktionen ¢, und a werden aus der Anfangs-
bedingung (40) bestimmt, es folgt

co=3k, a=2k. (49)

Damit erhalten wir als Approximation der Lésung
(39)
2 teal= (143 ke w27B)

+e(2ke 243k e, (50)

Diese Approximation entspricht der folgenden Ent-
wicklung der exakten Losung x:
2=+ (3+¢) ke~ (=2H)

‘(4kee~®@RaB) L ) (51)
d.h. der Ausdruck fiir z ist wie 1/(1 —a)=1+a+...
mit a =k e e (2T entwickelt.

Nach der Methode von Su erhilt man als approxi-
mierende Losung von (39)

KINETISCHE GLEICHUNGEN IM VIELZEITENFORMALISMUS

PO=ye 241, y=y(r4,...) wegen 32°/373=0,
(52)
und
gl=e""R(a—§ 7% + 72 e — fympe,
a=a(ry,Tgy...). (53)
Aus der Anfangsbedingung (40) folgt
y=3k, a=2k+3K (54)
Damit ist
20=3ke ™24+1 (55)
und
2t=2ke L3k et —kr,e 2, (56)

In der formalen Handhabung der Sakularititen-
methode wire der letzte Ausdruck schon nicht mehr
zuldssig.

Die Approximation z°+¢ 2! entspricht in diesem
Fall folgender Entwicklung der exakten Losung
(39):

r=(14+B+e) ke P(1—-}era+...))
‘A+kee ™2(1+...)+..). (57)

Diese Entwicklung kann man aus der zu dem von
uns angegebenen, allgemeineren Verfahren erhalten,
wenn man in jener e ‘%3 fiir e~/ schreibt und
diese letzte Funktion wieder entwickelt. Die Losung
von Su fiilhrt gerade wegen des formal sdkularen
Termes fiir grollere Werte von 73 zu einer schlech-
teren Approximation der exakten Losung als das
allgemeine Verfahren, wiahrend fiir kleinere Werte
von 7; die Abweichungen noch unerheblich sind.
Interessiert man sich also fir nicht zu grole Werte
von 74, so ist die Susche Methode anwendbar und
wegen ihrer vergleichsweise grollen Einfachheit der
allgemeinen Methode vorzuziehen.

Die Sanprische Methode ist fir das hier betrach-
tete Beispiel nicht anwendbar, da die Bedingung
(37) nicht erfiillt ist. Man erhielte nach Sanpri:

929/, =% (1 —29), (58)

woraus folgt
=ce @?+1, c=c(r3,7,...), (59)
und 020/t =¢ (1 — (29)?), (60)
damit Qc/At3= —f 2e 2 _L¢c. (61)

Diese Art der 7,-Abhéngigkeit von ¢ kann innerhalb
der 75-Skala aber nicht mehr vernachlassigt werden.



